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Elastisk energi, dissipation og konstitutive ligninger

Nar et legeme tilfgres energi alene i form af mekanisk og termisk energi, har man effekt-
ligningen

W, = K + W; (1)

hvor

Wy = / 0 -vda + / pb-Tdv  er de ydre krafters effekt

K= / pa-vdv  er den materielle tidsafledede af den kinetiske energi
S
K= i/vpﬁ-ﬁdv

Wi = / g: gldv er de indre kreefters effekt

se afsnit 16.1 1 [1].
Med betegnelserne A for den oplagrede elastiske energi og D for dissipationen har man

den konstitutive ligning

g:g:A—i—D (2)

hvor ¢ er Canchys spzndingstensor, og d = ¢ er tgjningshastighedstensoren. Den ela-

stiske energi A er en non-negativ stgrrelse, og den afledede A er positiv, nar der udfgres
arbejde pa legemet, mens A er negativ, nar legemet udfgrer arbejde pa omgivelserne.
Dissipationen D er ligeledes en non-negativ stgrrelse, men her geelder, at den afledede,
dissipationshastigheden D, er non- negativ, hvad enten der udfgres arbejde pa eller af
legemet.

For et legeme, som bestar af et dissipativt materiale, geelder, at kun en del af det pa
legemet udfgrte arbejde W, oplagres som mekanisk energi (4 og K), mens resten bliver
til termisk energi (D). Der forekommer en varmeproduktion, og man har

D =pr (3)

hvor r er den specifikke varmeproduktion.

Den totale energi i legemet bestemmes ved

Eitai =K+ A+ (D= pr) — divg

nér den eneste varmeproduktion hidrgrer fra dissipation. Her er g varmestrgmvektoren, positiv bort
fra legemet.
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Som eksempler pa udtryk for den elastiske energi A og dissipationshastigheden D kan
anfgres:

A=0%/2E , D=o?/y (4)

for et Maxwell materiale,

A=Ee¥/2 , D=ne (5)

for et Kelvin-Voigt materiale og

A= 0'2/2E1 +(Cf —772(6: —-O'/El —0'/771))2/2E2

1= - 2 (6)
D=oc"/ni+mE—-¢/E1—0o/m)

for et Burgers materiale, se afsnit 25.3.1 i [1].

I figurerne 1-3 er vist spaendingens variation med tiden, tgjningens variation med tiden,
speendingens variation med tgjningen samt den totale energis, den elastiske energis og
dissipationens variation med tiden for tre viskoelastiske modeller: Et Maxwell materiale,
et Kelvin-Voigt materiale og en model, hvor to Kelvin-Voigt elementer er anbragt i serie.
I figurerne er signaturen for W—, for A — — og for D — -
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Ovenneevnte materialemodeller er viskoelastiske, men ogsa for elastoplastiske modeller
fgrer udtrykket 0 : d = 0 : € = A+ D til en konstitutiv ligning. Betragtes siledes et

linezerelastisk element i serie med et heerdnende plastisk element har man
A=0:5:0/2
. , (7)
D=g:0f/0c 8f/0c :6/m

hvor m = —0f/0a : dk/deodf [0k

se afsnit 33 i [1].

Forholdene bliver noget anderledes, hvis man anbringer de to elementer, det elastiske
element og det plastiske element, parallelt. Udtrykket (2) fgrer ikke umiddelbart til en
konstitutiv ligning i dette tilfzelde. I stedet for en flydebetingelse udtrykt ved speendin-
ger ma man benytte en flydebetingelse udtrykt ved tgjninger, og i stedet for de virkelige
(fysiske) energier og dissipation ma man benytte de tilsvarende komplementzere stgrrel-
ser.

Vi har
flydebetingelsen F(e?, K) = 0 i stedet for f(gP, k) =0
heerdningsparametern K(cP) i stedet for x(e?)

Tilbage er blot spgrgsmaélet om, hvad man skal seette i stedet for flydeloven, som giver
en relation mellem dissipative tgjninger ED og spzndinger gD 1 det plastiske element.

Som anfgrt i [2] forer en antagelse om stationser effekt §W = 602 : éP = 0 ved
en variation af speendinger pa flydefladen f(g) = 0 til den associerede flydelov eller
normalitetsbetingelsen. Man kan derfor antage, at den komplementzre effekt C' = ED g
&0 er stationeer, dvs. §C = 5§D : QD -= 0, ved en variation af tgjningerne pa flydefladen

~

F(g) = 0. Denne antagelse fgrer til en normalitetsbetingelse

&P = AOF/0eP (8)

som benyttes sammen med
konsistensbetingelsen dF/da = F' = el oF/ de? — AM =0 hvor
M = —0F/8qP : dK |doPOF 0K

den komplementeere elastiske energi o i stedet for A, (& =¢% : eF)

den komplementeere dissipation § i stedet for D, (5 = gD : i:D )

For den elastoplastiske model med et lineserelastisk element anbragt parallelt med et
plastisk element finder man




a=¢:C:¢/2

~ ~

: 9)
6=¢:0F[0c OF[0¢c : ¢ /M (

Af udtrykket for den komplementeere energi

Gie=d+ (10)

~

fas den konstitutive ligning

& =€ : (C + OF|9eOF/de /M) (11)

[1] A. Rathkjen: Kontinuummekanik, 1999/2001

[2] R.v. Mises: Mechanik der plastischen Form#nderung von Kristallen,
ZAMM, Bd. 8, 1928, 161-185

Noter

1) Savel materialeparametre som tgjninger og speendinger sendres ved temperaturzen-
dringer, hvilket kan have stor betydning for iszer dissipative materialer.

2) Selv om den komplementeere energi har samme dimension som energi, er der ikke
tale om nogen fysisk stgrrelse (se ogsa Oravas & McLean: Historical Development
of Energetical Principles in Elastomechanics in Applied Mechanics Reviews, vol 19,
no 11, p 921, 1966).

Variationen med tiden af de komplementeere stgrrelser C, o og § er vist i figur 4
for et Kelvin-Voigt materiale sammen med variationen af de fysiske stgrrelser W,

A og D.
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